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Riassunto. Vengono esposte diverse recenti caratterizzazioni della differenzia- 
bilita’ della distanza da un insieme chiuso in uno spazio di Hilbert. 


Abstract . We present several recent characterizations for the local differentia- 
bility of the distance function from a closed set in a Hilbert space. 
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PROPRIETA’ DI REGOLARITA’ DELLA DISTANZA 
DA UN INSIEME IN UNO SPAZIO DI HILBERT 


ANGELO CAVALLUCCI 


Sia (X, < .,. >) uno spazio di Hilbert reale e C un sottoinsieme chiuso non 
vuoto. Cosideriamo la funzione distanza definita da 


X dc(x):= inf - 
3 *—+dole) = int |l=--y] 
e la multifunzione proiezione metrica su C definita da 
X3r+Ic(2) = {yeCldc@)=|2=-y]}. 
Se C e’ anche convesso, e’ ben noto che 


IHc(2) = {rc(x)},Vr € X, 
ossia che Ilc(r) e’ costituito dal solo punto rc(r), che la funzione me(:) e’ lip- 
schitziana di modulo 1 su X, che esistono i gradienti 


Vdb(r) = 2lr — ro(a)), Va € X, 


xz-rmc(r) 


Vde(x) = “in” 


, VeeX\C 
e che 


<a'-z,mc(2')-rc(2)>>||rc(21)- re(z) ||? 
Qui ci proponiamo di esporre alcuni risultati sulla differenziabilita’ locale della 
funzione dc(-) per C non necessariamente convesso. 
Dall’identita’ 
lo-y]P=le|}-2<x,y>+|ly]? 


segue 
f(x) := sup[2<z,y> ly |{}]}=Il2 | —dò(2) 
vec 


e f(-) risulta essere convessa e localmente lipschitziana su X. Pertanto esistono i 
limiti, per ogni x e h, 


f(r +th)— f(2) _ 


> lim = 
t0+ t 


Î(2;h) 


Typeset by Ay4S-TEX 
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-2<5,h>- lim SEt') dela) 
t_-0+ È 


e pert#C si ha 


F'(c;h)=2<z,h>-2dc(2)d(z;h). 
Inoltre (cfr. [D],Theor.7.3) l'insieme 


If(e+h)-f(a)-<h,Vf(2) >| _ di 


{a e X| IVf(2), smstip TRI 


e’ denso in X. 

Ne segue che d2.(-) e’ Frechet-differenziabile su un sottoinsieme denso di X e che 
dc(-) e’ Frechet-differenziabile su un sottoinsieme denso di X \C. 

Se dimX < co , si ha i 


d'(x;h)= min{< hh, >|c € Ic(x)}, dC 


t_-c 
|z-c] 
(cfr. [C], [Z]) e quindi d(-) e’ differenziabile in x # C se solo se Ilc(x) contiene un 
solo elemento. 

Estensioni della formula precedente al caso di X qualsiasi si trovano, per esempio, 
in [BG].[Z]. 

Indichiamo con B := {x € X| || x ||< 1} la sfera unita’ di X e riportiamo alcune 
definizioni da [CLSW], [LI]. 


NE (x) := {ve X|36>0:r € Ic(r+dv)}, r € C; 


Ei io rP 
Nc(c)={v=w n lim_ nl n E Nc(En), Caen dr} r EC, 


ove ”w-lim” significa convergenza debole; 


In TT 


Tc(x):={v= lim 


n—_> 00 


|O<tn 0,C dDrn 7}, r EC; 


n 


In 2 


Té(r):={v=w- lim |O<tn 0,C Ben 7}, r EC; 


n 


È e Ù 
Té(x) = {o € X| linisop SES Fio) = dele) 


vr t 


<0}, sec. 
Osserviamo che per 7 € C sono equivalenti le affermazioni 


rElle(r+dv), 
de(z+50)= 6 || vl 


1 
<c'-z,v>< A EALE Va' € C 
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e ricordiamo che 


veTE(2) &<v,h>< 0, VA E No(r)>. 


f:X—]- 00, +00] 
poniamo 


joel? SA 


dp f(x) := {v € X| liminf 
tr 


Of(x) s= {vu = x lim_ Un| Un € Opf(en),(zn,f(cn)) —lé, F(x))}, 


Op f(x) := {v € X| liminf 
sr [2-2] 


> 0}. 


Tutti gli oggetti definiti sopra sono ampiamente studiati in [CLSW] e [L]. 
Poniamo anche 

Uc(r):={r € X|0<dc(x)<r}, r>0. 
Esponiamo ora alcune proprieta’ della funzione distanza dc(-). 


Teorema 1. Supponiamo Ic(x) #0 e che esista il differenziale di Gateaur 
Vdc(x). Allora si ha 


i) x EC Vdc(x)=0; 
ii) Vdo(2) #0> 2 € C, No(2) = {rc(2)}, 


deli _*-mcela) _ _x-mo(£) 
Vo) = aa) = Temrc) 


Per la dimostrazione rimandiamo a [CLSW], Prop.2.8.4. 
Teorema 2. Supponiamo v € Opdc(x), r EC. Allora si ha 
i) Io(x) = {re(2)}; 


tu) dc(-) e’ Frechet-differenziabile in x e riesce 


rei. dpds(x) = {Vdc(x)}; 
[|z-rc(2)| 


in) v € NE(mc(2)); 
10) In DEI, Un € Ipde(xn) > me(In) + ao(c), rn + v. 


Per la dimostrazione si veda [CLSW], Theor.2.6.1 e anche [CLW], Theor.4.1. 
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Teorema 3. Sia x g C, c € Ic(x). Allora si ha 


T_- tr_-€C 


1a <4 + 00a4 e )= lr=r] sp Vdc(c+t(x — c)) = 


la] 
Per la dimostrazione rimandiamo a [CR], Prop.2.1. In [CR] e’ anche provato che 
gli insiemi 


{r #C| ddex) #0}, 


{a € C|Ioc(x) #0} 
sono densi in X \ CL 
Teorema 4. Supponiamo v € Ordc(r), r € C. Allora si ha 
i) Ic(r) = {mc(2)}; 
ti) dc(-) e’ Frechet-differenziabile in x e riesce 


v=Vdola) = e 


la - rc(r 


Ti Opds(x) = {Vdc(2)}; 
ini) ve NE (rc(2)); 

1) tn I, Un € Ordo(tn) > To(en) | re(x), in. 

Per la dimostrazione rimandiamo a [BG], Lemma 6. 

Teorema 5. Sia x @ C, € € Ilc(x). Allora sono equivalenti le affermazioni 
i) de(x;6-r)=-d((2;0-%); 

ii) d(x;h)=< h, TE=ST >, VA € P.g 


Per la dimostrazione rimandiamo a [BFG]. 
Per l’insieme 


C:={(21,72) € R°| x2>2î-14(1-23)ì 2}, -1<xi;<1, 


si ha (cfr. [CSW], Remark 4.13) 


Tc(0,-t1)={(0,0)} #0<t<1, 
Vdc(0,=1)= (0,1) 
ddc(0,-1)=0. 


Passiamo ora ad esporre il risultato principale di [PRT] sulla differenziabilita’ 
locale della funzione distanza dc(-). 
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Teorema 6. Sia è € C, chiuso in X. Sono equivalenti le seguenti affermazioni, 
ove O indica un opportuno intorno aperto di © che puo” variare di volta in volta, 


i) del) € CO\C); 
tu) dc(-) e’ Frechet-differenziabile su O \ C; 
ii) dc(-) e’ Gateaux-differenziabile su O\C e Ic(x) #0 per ognir € O; 
iv) d?.() e’ Frechet-differenziabile su O e Vdî(-) e’ lipschitziano su O; 
v) esiste r > 0, dipendente da O, tale che 

TECNO, ve NE(2) >< -r>< Tel la -x||?, Vr EC, 
ossia, per v# 0, x E Ic(r + TTT): 


vi) esistono e > 0,p > 0 tali che 


EC, |r-z]|<eweNo(1) >< vo -r>< elel [a'-2]|?, 
per ogni x' € C con || x'— x ||<e; 
vir) esistono r > 0, c > 0 tali che 
TiECNO, vi € No(zi), |vi||<r><v -v2,51-r2>>-0 er z2][?: 

vii) Ic(x) = {mc(r)} per ogni r € O e ro.) e’ ||- || —w continua su O; 
ir) Ic(x) = {mc(x)} per ogni r € O e inoltre esiste a > 0 tale che 

tiEO=<%z1-2,mc(z1)- rc(r2)> > a | te(z1) — re(x2) [{?: 
x) esiste r > 0, dipendente da O, tale che 

Ù 1 r 2 ' 
TECNO dr(a)(r'- a) < > la'- ||, ve € C: 
ti) se O e’ anche convesso, esiste o > 0 tale che la funzione 
03-d&(2)+0||2 ||? 

e’ convessa; 
zi) Opdc(x) #0 per ogni € O; 


tit) 0rdc(x) #0 per ogni r € O; 


tiv) se C'e’ debolmente chiuso in O, e’ equivalente alle precedenti condizioni anche 
la seguente 


Tc(2) = {rc(x)}, vr e 0. 
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Corollario. Se per 7 E C valgono le condizioni equivalenti i)-rit1), esiste un in- 
torno aperto O di © tale che 


i) Ic(x) = {mc(x)} per ogni r € O e nc(-) e’ lipschitziana su O; 
i) dc(:) e’ Frechet-differenziabile su O\C e 


Piola = x- mce(x) 


dela) VreX\C; 


iii) NE(x) = Ne(x) = convesso chiuso, Ve E CNO; 
iv) TE(x) = Tc(x) = TE(x) = convesso chiuso, Ye ECNO. 


Le dimostrazioni del Teorema 6 e del Corollario sono contenute in [PRT]. Tale 
lavoro e’ stato motivato dal lavoro precedente [CSW] dedicato allo studio della 
differenziabilita’ della distanza dc(-) nella striscia Uc(1) di ampiezza costante 
r>0. 


Teorema 7. Sia r > 0 e sia C chiuso in X. Sono equivalenti le seguenti affer- 
mazioni 


i) de(-) € C!(Uc(r)); 
ii) dc(-) e’ Frechet-differenziabile su Uc(r); 
iii) de(-) e’ Gateauz-differenziabile su Uc(r) e Ilc(x) #0 per ogni x € Uc(r); 


iv) d2.(-) e’ Frechet-differenziabile su Uc(r) e Vdt(-) e’ localmente lipschitziano 
su Uc(r); 


v) si ha 
rec, veNE (2) >< vo -r>< Lai la - x], ve €C, 
r 
ossia, per v# 0, a E Ic(r + TTI): 
vi) si ha 
reEC, ve Nc(2) >< vo -r>< Kel x -—=|l, ve €C, 
2r 
vii) si ha 
zi € C, v; € Ne(zi), ||vi|l<r><v1—v2,51-22>>-|z1-22]|}; 
viti) si ha 
ut 
lu-=s] 
iz) Ic(x) = {mc(x)} per ogni a € Uc(r) e mc(-) e’ ||-|| —w continua su Uc(r); 


x) si ha 


ue Uc(r), TE Ic(u) > TE Ic(r +r i 
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a,r € role eri 


zi) esiste o > 0 tale che la funzione 


AS+d()+o|? Il? 
e’ convessa su ogni convesso AC Uc(r): 
zii) Opdc(a) #0 per ogni x € Uc(r); 
viti) 0rdc(r) #0 per ogni a € Uc(r); 


riu) se C e' debolmente chiuso , e’ equivalente alle precedenti condizioni anche la 
seguente 


Tc(x) = {mc(2)}, Ya € Uc(r). 
Per la dimostrazione rimandiamo a [PRT] e anche a [CSW]. 


Corollario 1. Se C verifica le condizioni equivalenti i)-ziti) conr > 0, allora riesce 
Ic(x) = {rc(x)} per ogni a € Uc(r) € inoltre 


i) se 0<r'<r, si ha 


r-r' 


2,2" €Uo(r) >< 1-2 mole) — ne(x') >> re(a) - rele) I, 


Tr , 
Lro@) = rei Za el 
ii) del.) e Frechet-differenziabile su Uc(r) € 
_r-rmelr) pata 
Vdce(c) = ko * vr € Uc(r): 
ini) per ogni x € C si ha 
NE(x) = No(e)}= convesso chiuso, 
T5(2) = Te(x) = TE(x) = convesso chiuso. 


Corollario 2. Per C chiuso in X si ha 


i) C e’ convesso se € solo se Tlc(x) = {mc(x)} per ogni a e X e tel) e ||-||-w 
continua su X; 


ii) se C e’ debolmente chiuso, allora C e’ convesso se e solo s€ Ic(2) = {rc(2)} 
per ogni T € X. 


Per la dimostrazione rimandiamo 2 [PRT] oppure a [CSW]. 
Nel caso di X = R", molte delle condizioni equivalenti dei teoremi 6 e 7 sono 
contenute in [F]. 
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Per l’insieme 


Ci= {(z1, 22) E R?| 2, > 28} 


si ha (1,0) € Nc(0,0), ma (0, 0) € Nc(r,0) per nessun r > 0 e quindi (1,0) & 
NÉ (0, 0) e non valgono le condizioni del Teorema 6. 

Un esempio significativo di insieme che verifica le condizioni del Teorema 6 e’ 
dato dal seguente teorema. 


Teorema 8. Sia è ECNO, O aperto in X, sia D convesso chiuso nello spazio di 
Banach Y e sia 


F:0-Y 


Frechet-differenziabile su O con differenziale F'(.) lipschitziano su O e tale che 


CNO={zE€0] F(2) € D}, 


FE +0 - F(z))=Y. 


i>o 


Allora per è € C valgono le affermazioni del Teorema 6 e si ha inoltre 


No(7)={F(£)"y]ye Np(F(2))}, 


Tc(z) = {he X| F'(3)h € Tp(F(z))} 


Per la dimostrazione rimandiamo a [CELPT]. 
Per l’insieme 


Ci= {(21, 22) € R?°| T2 < lz1]®}, l<a < 2, 
si ha 
(0,1) € Nc(0,0), N£(0,0) = {(0,0) 


e quindi non vale in (0,0) la condizione vi) del Teorema 6. Dunque non si puo 
eliminare l’ipotesi di lipschitzianita’ di F” (-) nel Teorema 8. 
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